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Abstract: The probability density funct ion and joint probability density funct ion of rank

statistics for incomplete inter val censored data are established, including the formulas of

mean ranks, median ranks and percent ranks of r ank stat ist ics; furthermore, the means, va�
r iances and covariances of stat ist ics for incomplete interval censo red data are g iv en in the pa�
per. A ccording to this, the best linear unbiased est imate method o f locat ion- scale dist ribu�
t ion for incomplete interval censo red data is pr esented, the conf idence limits of percent iles

for the incomplete interv al censored data ar e obtained, and ext reme value dist ribut ion, tw o-

parameter Weibull dist ribut ion, normal dist ribut ion are discussed in detail.
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� � 最佳线性无偏估计方法不仅计算简单,而且

得到的估计量性质优良,在工程中有着广泛的应

用,然而传统的最佳线性无偏估计方法只适用于

完全数据和截尾数据,对区间数据、不完全数据和

不完全区间数据却无法进行处理.为此, 文献[ 1]

讨论了区间统计量及其分布理论, 建立了区间数

据最佳线性无偏估计方法;文献[ 2]建立了不完全

数据的秩分布,给出平均秩和百分位秩公式;文献

[ 3]给出了不完全数据秩统计量的联合概率密度

函数,建立了不完全数据最佳线性无偏估计方法.

在上述工作的基础上, 本文建立了不完全区间数

据秩统计量的概率密度函数和联合概率密度函

数,给出了其平均秩、中位秩和百分位秩公式,提

出了不完全区间数据最佳线性无偏估计方法.
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1 � 不完全区间数据秩统计量的分布

1. 1 � 不完全区间数据秩统计量

� � 设来自分布 F ( t)的一组不完全区间数据具

有如下形式

( t1 , n
!
1 , m

!
1 ) , ( t 2 , n

!
2 , m

!
2) , ∀, ( tq , n

!
q , m

!
q ) (1)

式(1)表示位于( tj - 1 , t j )内有 n
!
j 个完全数据, tj 处

有m
!
j 个中止数据, j = 1, 2, ∀, q, 其中 t 0= - # ,

t1< t2< ∀< tq ,数据总量为 n.则有

∃
q

j = 1
( n

!
j + m

!
j ) = n (2)

令 ni= ∃
i

j = 1
n
!
j , mi= ∃

i

j = 1
m

!
j ( i= 1, 2, ∀, q) , n- 1= n0=

m- 1= m0 = 0. 由文献[ 1]知,可将 t i 看作第 i 个不

完全区间数据统计量T
*
i 的一个实现值.设 P

*
i =

F(T
*
i ) ,则称 P

*
i 为第 i 个不完全区间数据秩统

计量.

1. 2 � 不完全区间数据秩统计量的概率密度函数

� � 由文献[ 2]可以证明第 i ( i= 1, 2, ∀, q )个不

完全区间数据秩统计量的概率密度函数为

g( P
*
i ) = ∃

m
i- 1

r = 0
h irg r ( P

*
i ) (3)

式中

g r( P
*
i ) =
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式中 h ir表示如果 t i 前的中止数据继续试验的话,

有且仅有 r 个中止数据在 t i 前失效这一事件 A ir

发生的概率,其中 h10 = 1.

1. 3 � 不完全区间数据秩统计量的联合
概率密度函数 � � �

� � 根据条件概率公式可以证明, 第 i 1 个秩统计

量 P
*
i1和第 i 2个秩统计量 P

*
i2 的联合概率密度函

数可由下式给出
[ 3]
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式中
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式中 h i
1
r
1
是事件 A i

1
r
1
发生的概率, 可由式 (5)计

算; h
*
i
2
r
2
是在事件 A i

1
r
1
发生的情况下,事件 A

*
i
2
r
2
发

生的条件概率, 它相当于计算不完全区间数据

n
*
i = m

*
i = 0 � � � i < i 1

n
*
i = n i + r1 � � � i ( i1

m
*
i = mi - r1 � � � i ( i1

(8)

的事件 A
*
ir 发生的概率,仍可由式(5)求得.

2 � 不完全区间数据秩统计量的平
均秩、中位秩和百分位秩

2. 1 � 不完全区间数据秩统计量的平均秩

� � 根据式(3) , 可以得到第 i个秩统计量 P
*
i 的

均值(平均秩)为

P
*
i = E( P*

i ) = ∃
m
i- 1

r = 0
h ir)

1

0
P
*
i g r ( P

*
i )dP*

i (9)

即

P
*
i =

n i + 1
n + 2

+
1

n + 2∃
m
i- 1

r = 0
rh ir (10)

2. 2 � 不完全区间数据秩统计量的中位秩和

百分位秩

� � 第 i个秩统计量P
*
i 的中位秩P

*
50i由下式计算

∃
m
i- 1
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hir)

P
*

50i

0
g r ( P

*
i )dP *

i =
1
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(11)

� � 第 i 个秩统计量 P
*
i 的置信度为 �的百分位

秩 P
*
�i 由下式计算

∃
m
i- 1

r= 0

hir)
P
*

�i

0
g r ( P

*
i )dP*

i = � (12)

3 � 不完全区间数据最佳线性无偏估计

3. 1 � 位置- 尺度分布族

� � 设 T 为位置- 尺度分布族随机变量,即
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T ~ F
t- �
 

, � - # < t < + # ,

- # < �< + # , � �  > 0 (13)

式中 �和  为位置参数和尺度参数.令 T
o
= ( T -

�)  ,则 T
o 被称为标准位置- 尺度分布族随机变

量,其分布函数 F( t
o
)和概率密度函数 f ( t

o
)不含

任何未知参数. 正态分布、两参数 Weibull分布和

极值分布等均属于位置- 尺度分布族.

3. 2 � 不完全区间数据统计量的均值、方差和

协方差

� � 设( t 1 , n
!
1 , m

!
1 ) , ( t2 , n

!
2 , m

!
2) , ∀, ( t q , n

!
q , m

!
q )是

来自位置- 尺度分布族 F
t- �
 
的一组不完全区

间数据,则可将 t i 看作第 i 个不完全区间数据统计

量T
*
i 的一个实现值. 通过 T

o
i = ( T

*
i - �)  可以

将T
*
i 变换为来自标准位置- 尺度分布F( t

o
)的不

完全区间数据统计量 T
o
i .

� � 根据式(3)可以得到第 i个标准不完全区间数

据统计量T
o
i 的均值为

ui = E( T
o
i ) = ∃

m
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� � 第 i个标准不完全区间数据统计量T
o
i 的方差

由下式计算

v ii = Var( T
o
i ) = E[ ( T

o
i )

2
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2
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式中
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� � 第 i1 个标准不完全区间数据统计量 T
o
i
1
和第

i2 个标准不完全区间数据统计量 T
o
i
2
的协方差为
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1
i
2
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i
1
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2
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式中
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3. 3 � 位置- 尺度分布最佳线性无偏估计

� � 由于

ti = �+  t oi � � i = 1, 2, ∀, q (19)

所以

t i = �+  u i + !i � � i = 1, 2, ∀, q (20)

式中 !i=  ( t oi - ui ) ,并且 E (!i ) = 0 和Cov(!i
1
, !i

2
)

=  2 v i
1
i
2
.设 V= ( v i

1
i
2
) q% q和 V

- 1 = ( v
i
1
i
2 ) q% q , 根据

加权最小二乘估计法,令

Q = ∃
q

i
1
, i
2
= 1
( ti1 - �-  u i

1) v
i1 i2( ti2 - �-  u i

2 )

(21)

由
�Q
��=

�Q
� = 0求得位置参数 �和尺度参数 的估

计量为

�̂= ∃
q

i= 1

D it i (22)

 ̂= ∃
q

i= 1
C it i (23)

式中

D i = ∃
q

i
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i
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v
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式中

A =
1
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q

i
2
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∃
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i
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i
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q
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= 1
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i
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1
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∀ ∃
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2 (28)
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q

i
2
= 1
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i
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v
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(29)

� � 根据高斯- 马尔科夫定理可知,估计量 �̂和  ̂

具有无偏且方差最小的性质, 即最佳线性无偏估

计. �̂和  ̂的方差和协方差为

V ar( �̂) = A 2 (30)

Var(  ̂) = l 2 (31)

Cov( �̂,  ̂) = B 2 (32)

3. 4 � 位置- 尺度分布置信限估计

� � 式(22)和式(23)给出的 �̂和  ̂具有渐近正态

分布的性质,大量 Monte Carlo 模拟也证明了这一

点.所以,当 q 稍大时, �̂和  ̂近似服从正态分布.

此时,位置参数 �和尺度参数  置信度为 �的单侧

置信下限 �L,  L 和单侧置信上限 �U ,  U 分别由下

面各式给出

�L = �̂+  ̂
1- u

2
�l

u
2
�B - u� u

2
�( B

2
- Al) + A

(33)
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�U = �̂+
 ̂

1 - u
2
�l

u
2
�B + u� u

2
�( B

2
- Al ) + A

(34)

 L =
 ̂

1+ u� l
(35)

 U =
 ̂

1 - u� l
(36)

式中 �̂和  ̂分别为位置参数 �和尺度参数 的最

佳线性无偏估计量, u�为标准正态偏量, A、B、l由

式(26)~ (28)给出.

� � 随机变量 T 概率为 P 的百分位值 t P = �+

F
- 1
( P ) 的无偏估计量由下式给出

t̂ P = �̂+ F
- 1
( P)  ̂ (37)

其置信水平为 �的单侧置信下、上限分别为

tPL = �̂+  ̂
1- u

2
�l
[ F

- 1
( P ) + u

2
�B - kP ] (38)

tP U = �̂+
 ̂

1 - u
2
�l
[ F

- 1
( P) + u

2
�B + kP ] (39)

式中

kP = u� u
2
�( B

2
- Al ) + A + [ F

- 1
( P ) ]

2
l +

2F
- 1
( P )B

1/ 2
(40)

4 � 常用分布不完全区间数据最佳线
性无偏估计

4. 1 � 极值分布不完全区间数据最佳线性无偏估计

� � 设极值分布的分布函数为

F
t - �
 

= 1- exp - exp t - �
 

(41)

令 t
o
=

t- �
 

,则可以得到标准极值分布函数

F( t
o
) = 1 - exp[- exp( to ) ] (42)

� � 由式( 14)~ (18)可知,标准极值分布不完全区

间数据统计量的均值、方差和协方差为

ui = E( T
o
i ) = ∃

m
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r= 0
hir)
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0
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*
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*
i )dP

*
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i = 1, 2, ∀, q (43)

v ii = Var( T
o
i ) = ∃

mi- 1

r= 0
hir)

1

0
lnln 1

1- P
*
i

2

%

g r ( P
*
i )dP*

i - u
2
i

i = 1, 2, ∀, q (44)

v i
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i
2
= Cov( T o

i
1
, T

o
i
2
) = ∃

m
i
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r
1
= 0
hi

1
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1 ∃
m
i
2
- 1

- r
1

r
2
= 0

h
*
i
2
r
2)

1
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P
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i
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0
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*
i
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r
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( P

*
i
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, P

*
i
2
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i
1
dP*

i
2
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1
u i

2

i1 , i2 = 1, 2, ∀, q且 i 1 < i2 (45)

� � 首先,根据式(43)~ ( 45)计算求得 ui 和 v i
1
i
2
,

i1 , i2= 1, 2, ∀, q, 然后,由式(24)~ ( 25)计算 D i 和

Ci , 并由式(22)和( 23)得到极值分布参数 �和 的

最佳线性无偏估计 �̂和  ̂.

4. 2 � Weibull分布不完全区间数据最佳线性

无偏估计

� � 对于两参数 Weibull分布

F( t) = 1- exp -
t
#

∃

(46)

令 x= ln t,则式( 46)变换为极值分布

G( x ) = 1 - exp - exp
x - �
 

(47)

式中 �= ln#和 = 1/ ∃. 所以,可以首先采用 4. 1节

方法得到 �和  的最佳线性无偏估计 �̂和  ̂,然后

再计算 ∃和#的估计值 ∃̂= 1/  ̂和 #̂= exp( �̂) .

4. 3 � 正态分布不完全区间数据最佳线性无偏估计

� � 对于正态分布

F( t) = %
t - �
 

(48)

令 t
o=

t- �
 

,则得标准正态分布函数

%( t
o
) =

1

2&)
to

- #
exp -

u
2

2 du (49)

� � 由式( 14)~ (18)可知,标准正态分布不完全区

间数据统计量的均值、方差和协方差为

ui = E( T
o
i ) = ∃

m
i- 1

r= 0
h ir)

1

0
%
- 1
( P

*
i ) g r ( P

*
i )dP

*
i � i = 1, 2, ∀, q (50)

v ii = Var( T o
i ) = ∃

m
i- 1

r= 0
h ir)

1

0
[ %- 1

( P
*
i ) ]

2
g r ( P

*
i )dP *

i - u
2
i � i = 1, 2, ∀, q (51)

v i1 i2 = Cov( T
o
i
1 , T

o
i
2 ) = ∃

m
i1- 1

r
1
= 0
h i

1
r
1 ∃
m
i2- 1

- r
1

r
2
= 0

h
*
i
2
r
2)

1

0)
P
*

i2

0
%

- 1
( P

*
i
1 ) %
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( P

*
i
2 ) g r
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r
2 ( P

*
i
1 , P

*
i
2 ) dP

*
i
1 dP

*
i
2 - u i

1 u i
2

i1 , i2 = 1, 2, ∀, q且 i 1 < i2 (52)

� � 首先,根据式(50)~ ( 52)计算求得 ui 和 v i
1
i
2 , i 1 , i 2= 1, 2, ∀, q, 然后, 由式(24) ~ (25)计算 D i 和
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Ci , 并由式(22)和( 23)得到正态分布均值 �和标准

差 的最佳线性无偏估计 �̂和  ̂.

5 � 结 � 论

� � ( 1) 建立了不完全区间数据秩统计量的概率

密度函数和联合概率密度函数.

( 2) 给出了不完全区间数据秩统计量的平均

秩、中位秩和百分位秩公式.

( 3) 建立了不完全区间数据统计量的均值、方

差和协方差计算公式.

( 4) 提出了不完全区间数据最佳线性无偏估

计方法,在此基础上给出了位置- 尺度分布族百分

位值的置信限估计公式.

( 5) 对工程中常用的极值分布、两参数

Weibull分布、正态分布不完全区间数据最佳线性

无偏估计进行了详细讨论.
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